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Re´sume´ :
On propose une mode´lisation par changement d’e´chelle du comportement me´canique des mate´riaux
he´te´roge`nes dont l’un au moins des constituants a une dimension caracte´ristique de l’ordre de quelques
dizaines de nanome`tres. A cette fin, on e´tend les bornes d’Hashin-Shtrikhman par la prise en compte
de l’e´nergie interfaciale caracte´risant les phe´nome`nes surfaciques qui se manifestent aux tre`s petites
e´chelles. On e´tablit ainsi de nouvelles bornes qui rendent compte explicitement des effets de taille des
inclusions dans des nanocomposites.
Abstract :
We propose a micromechanical modeling of heterogeneous materials having at least one constituent
whose characteristic dimension is of the order of few tens of nanometers. To this end, we extend
the Hashin-Shtrikhman bounds by taking into account the interfacial energy which characterizes sur-
face/interface phenomena that occur at very small scales. We establish new bounds that explicitly
account for the effects of inclusions size in nanocomposites.
Mots clefs : Me´thodes d’homoge´ne´isation ; Nanocomposites ; Effets de taille d’inclu-
sions ; Bornes d’Hashin-Shtrikman
1 Introduction
L’e´mergence des nanocomposites dans divers domaines de l’inge´nierie me´canique a suscite´ ces quinze
dernie`res anne´es des efforts majeurs de recherche tant sur le plan de l’e´laboration et de la ca-
racte´risation me´canique (cf. par exemple [3], [4], [5], etc.) que sur les aspects mode´lisation par chan-
gement d’e´chelle. L’objectif de bon nombre de ces recherches e´tant la compre´hension et la pre´dictions
des proprie´te´s inhabituelles de ces nouveaux mate´riaux, l’une des questions cle´s qui doit recevoir
une re´ponse ade´quate dans les mode`les est celle de la description des effets de taille des nanoren-
forts (cf. [11]) observe´s expe´rimentalement ([7, 13]). Il est largement admis que ces derniers trouvent
leur origine dans les rapports surface/volume eleve´s qui caracte´risent les nano-inhomoge´ne´ite´s. Di-
verses tentatives de mode´lisation s’appuyant qualitativement sur des simulations atomistiques visent
principalement a` e´tendre les sche´mas d’homoge´ne´isation standard aux mate´riaux nanorenforce´s. Les
approches de´veloppe´es consistent notamment a` incorporer dans les techniques de type Eshelby des
e´nergies interfaciales par le biais d’une the´orie d’e´lasticite´ surfacique (telle que celle propose´e par
Gurtin-Murdoch [8]). On arrive ainsi a` formuler une the´orie d’homoge´ne´isation prenant en compte
les contraintes interfaciales et rendant compte des effets de taille des nano inclusions (cf. p.ex. Duan
et al [6]). Malgre´ ces succe`s permettant d’obtenir des estimations des proprie´te´s e´lastiques macrosco-
piques des nanocomposites, l’e´tablissement de bornes s’est re´ve´le´e plus de´licat, les travaux les plus
avance´s e´tant limite´s a` des bornes d’ordre 1, e´quivalent des bornes de Reuss et de Voigt. Dans la
pre´sente e´tude, nous avons re´ussi a` e´tablir des bornes d’ordre 2 (de type Hashin-Shtrikman), en met-
tant en oeuvre des techniques de polarisation dans le cadre de composites avec interfaces imparfaites
cohe´rentes. Cela a ne´cessite´ un traitement mathe´matique spe´cifique de l’interface, conside´re´e alors
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comme une couche mince e´lastique dont les proprie´te´s restent a` pre´ciser. Lorsque les effets d’inter-
face sont ne´glige´s, la borne e´tablie co¨ıncide avec celle d’Hashin-Shtrikman classiquement conside´re´e
pour les composites standard. En pre´sence d’effets d’interface, nous montrons que l’extension re´cente
(par divers auteurs) de l’estimation de type Mori-Tanaka pour rendre compte des effets de taille est
bien une borne infe´rieure des proprie´te´s e´lastiques (module de compression, module de cisaillement)
macroscopiques des nanocomposites.
2 Approche me´thodologique
2.1 Effets d’interface sur des particles spheriques
A l’interface entre deux phases diffe´rentes, le vecteur contrainte σ ·n (avec σ le tenseur des contraintes,
n la normale a` l’interface) peut pre´senter une discontinuite´. Par exemple, dans le cas d’une interface
fluide-fluide, l’e´quation de Young-Laplace relie le saut de pression [[p]] a` travers l’interface a` la tension
de surface et la courbure locale b. Dans le cas d’une interface solide-solide, non seulement la pression,
mais aussi les contraintes de cisaillement sont discontinues. L’e´quilibre de l’interface impose alors de
satisfaire a` l’e´quation dite de Young-Laplace ge´ne´ralise´e [6, 8] :
[[σ]] · n+ (σs : b)n+∇s · σs = 0, (1)
dans laquelle ∇s de´signe l’ope´rateur gradient le long de l’interface, et σs la contrainte surfacique. Pour
des inclusions sphe´riques, de rayon a, auxquelles est de´die´e cette e´tude, l’e´quation de Young-Laplace
ge´ne´ralise´e s’e´crit, en coordonne´es sphe´riques (r, θ, ϕ) :
σsθθ + σ
s
ϕϕ − a [[σrr]] = 0, (2)
∂θσ
s
θθ +
1
sin θ
∂ϕσ
s
θϕ +
(
σsθθ − σ
s
ϕϕ
)
cot θ + a [[σrθ]] = 0, (3)
∂θσ
s
θϕ +
1
sin θ
∂ϕσ
s
ϕϕ + 2σ
s
θϕ cot θ + a [[σrϕ]] = 0, (4)
avec [[σij ]] = σij(r = a+, θ, ϕ)− σij(r = a−, θ, ϕ).
Comme pre´ce´demment indique´, un comportement e´lastique line´aire de l’interface est suppose´e. Sous
cette hypothe`se, les contraintes surfaciques sont line´airement relie´es aux composantes tangentielles du
tenseur local de de´formation. Pour une e´lasticite´ surfacique isotrope (au sens 2d), de telles relations
ge´ne´rales peuvent eˆtre trouve´es dans Gurtin et Murdoch [8] (voir e´galement dans Duan et al. [6], Le
Quang et He [10]) pour les coordonne´es sphe´riques :
σsθθ = λ
s (εθθ + εϕϕ) + 2µ
sεθθ, (5)
σsϕϕ = λ
s (εθθ + εϕϕ) + 2µ
sεϕϕ, (6)
σsθϕ = 2µ
sεθϕ, (7)
ou` εij de´signe les composantes (en coordonne´es sphe´riques) du tenseur de de´formation locale, et λ
s,
µs les coefficients elastiques de l’interface. On introduit la notation κs = λs + µs dont il convient de
remarquer qu’elle est consistante avec celle de Le Quang et He [10] (κs = κsi ; µ
s = µsi), alors qu’elle
diffe`re le´ge`rement de celle de Duan et al. [6], qui ont adopte´ κs = 2(λs + µs).
La loi d’e´lasticite´ surfacique se met sous la forme intrinse`que :
σ
s = cs : ε, (8)
dans laquelle cs est le tenseur d’e´lasticite´ surfacique de l’interface. Ce tenseur dont les coefficients
s’expriment en N/mm relie une quantite´ de volume (ε, continue a` travers l’interface) a` une quantite´
surfacique (σs).
Le tenseur d’e´lasticite´ surfacique cs est ainsi de la meˆme nature singulie`re que σs. Cependant, contrai-
rement a` σs, il est simplement une entite´ mathematique reliant 2 quantite´s mesure´es. De fait, cs n’a
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aucune contrepartie physique en volume. Il s’en suit que ce tenseur n’est pas force´ment de´fini positif,
comme observe´ dans les simulations atomistiques de Shenoy [14]. Pre´cisons de`s a` pre´sent que dans
le contexte des methodes de polarisation que nous utiliserons dans les sections qui suivent, la de´finie
positivite´ de cs est essentielle et sera suppose´e.
2.2 Me´thodes de polarisation a` l’absence d’effets d’interface
Dans la perspective des de´veloppements qui seront pre´sente´s dans la section 3, on rappelle brie`vement
les me´thodes variationnelles de´veloppe´es par Willis [15] puis Ponte-Castan˜eda et Willis [12] dans le cas
de milieux he´te´roge`nes sans effets d’interface. Les me´thodes de polarisation requierent l’introduction
d’un milieu de emphreference suppose´ e´lastique lineaire, homoge`ne et isotrope, et dont le tenseur
d’e´lasticite´ est note´ c0. Dans le cas de composites standard ayant ce milieu de re´fe´rence plus souple
que toute autre phase, on a l’ine´galite´ suivante pour tout choix de la de´formation macroscopique E et
de champ de contrainte de polarisation τ (x) [12]
1
2
E : C : E ≥
1
2
E : c0 : E+ τ : E−
1
2
τ : (c− c0)−1 : τ −
1
2
τ :
(
Γ0 ⊛ τ
)
, (9)
dans lequel ’⊛’ de´signe le produit de convolution d’un operateur d’ordre 4 a` deux points, avec un
operateur d’ordre 2 a` un point : Γ0 ⊛ τ (x) =
∫
y∈Ω
Γ0(x,y) : τ (y) d3y. La quantite´ B de´signe la
moyenne volumique de B, de´finie par : B = 1
V
∫
x∈Ω
B (x) d3x dans lequel V = |Ω| est la taille du
volume e´le´mentaire repre´sentatif Ω. A ce stade, il convient de noter que l’ine´galite´ (9) est vraie pour
tout choix du champ de polarisation τ (x) : contrairement a` d’autres principes variationnels, aucune
condition n’est impose´e sur τ .
Γ0 est l’operateur de Green pour les de´formations.
2.3 Approche asymptotique de l’interface
Le tenseur d’e´lasticite´ cs, de´fini par (8), e´tant un tenseur surfacique, il ne peut eˆtre directement
compare´ a` la rigidite´ de la matrice ou a` celle des renforts qui sont de nature volumique. Afin d’e´tablir
les bornes de type Hashin-Shtrikman en s’appuyant sur le cadre variationnel pre´ce´demment rappele´,
on introduit un tenseur de rigidite´ volumique (3d) c˜s rendant compte de l’interface en repre´sentant
ce dernier par une couche e´lastique mince, mais d’e´paisseur h finie, telle que h≪ a ; cette couche est
constitue´e d’un milieu isotrope, line´aire elastique ayant un module d’Young E, et un coefficient de
Poisson ν tels que :
κs =
Eh
2 (1− ν)
, µs =
Eh
2 (1 + ν)
, (10)
Les mode`les a` 2 et 3 phases (matrice, inclusion et interphase) sont asymptotiquement equivalents
quand h→ 0+.
Les modules de compression et de cisaillement 3d, κ˜s et µ˜s, de la couche e´lastique e´quivalente sont
alors relie´s a` leurs contreparties surfacique par
κ˜s =
E
3 (1− 2 ν)
=
4κs µs
3h (3µs − κs)
, µ˜s =
E
2 (1 + ν)
=
µs
h
, (11)
et le tenseur d’e´lasticite´ 3d est donne´e par c˜s = 3 κ˜s J+2 µ˜sK ou` J et K sont les projecteurs sphe´rique
et de´viatorique des tenseurs d’ordre 4 isotropes ayant les syme´tries mineures et majeures.
3 Extension aux nanocomposites ayant des renforts monodisperses
Dans leur forme standard, les me´thodes de polarisation ne prennent pas prendre en compte les effets
d’interface tels qu’esquisse´s ci dessus. Dans cette section, on exploite l’e´quivalence de´crite dans la
sous section 2.3 pour contourner cette difficulte´. A cette fin, on conside`re une distribution d’inclusions
sphe´riques (exposant ’i ’) de rayon a, plonge´es dans une matrice (exposant ’m’). Le tenseur d’e´lasticite´
des inclusions (resp. de la matrice) est note´ ci (resp. cm). L’e´lasticite´ surfacique de l’interface e´tant
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de´finie positive, par construction, le tenseur d’e´lasticite´ 3d, note´ c˜s, de la couche e´quivalente l’est
e´galement. Dans le cas de mate´riaux he´te´roge`nes a` morphologie matrice-inclusion, il est courant d’ap-
pliquer les me´thodes de polarisation de´crites dans la section 2.2 en prenant la matrice comme milieu
de re´fe´rence (c0 = cm). Il convient de noter que, de manie`re ge´ne´rale, on s’inte´resse a` des nanocompo-
sites dont les inclusions sont plus rigides que la matrice ; de plus, l’e´paisseur h de la couche e´quivalente
e´tant arbitrairement petite, il s’en suit que cette couche fictive est aussi plus rigide que la matrice et
les inclusions. Il vient :
cm ≤ ci ≤ c˜s, (12)
dans laquelle, il convient de pre´ciser que c ≤ c′ signifie que la difference c′ − c est une forme quadra-
tique semi de´finie positive. En raison des relations d’ordre (12), la mise en oeuvre des me´thodes de
polarisation expose´es dans la section 2.2 conduit a` une borne infe´rieure de l’e´nergie e´lastique effective
du nanocomposite.
3.1 Forme ge´ne´rale du champ de polarisation
Rappelons tout d’abord que la borne classique d’Hashin-Shtrikman est obtenue a` l’aide de champs
de polarisation constants par morceaux [9]. Dans le cas pre´sent, une telle structure simple pour τ
se re´ve`le trop restrictive, et une de´pendance avec les coordonne´es sphe´riques sera requise. Le milieu
de re´fe´rence coincidant avec la matrice, cm − c0 est singulier. En raison du troisie`me terme dans le
membre de droite de l’e´quation (9), c’est a` dire
1
2
τ : (c− c0)−1 : τ , (13)
la polarisation doit s’annuler dans la matice [12].
Soit N le nombre de nanoparticules (sphe´riques) contenues dans Ω. Une particule α (α = 1, . . . , N)
est centre´e au point xα. Nous conside´rons les champs de polarisation τ sous la forme :
τ (x) =
N∑
α=1
τ
p(x− xα), (14)
dans laquelle τ p de´signe la polarisation applique´e a` chaque particule, avec
τ
p(x) = H (a− r) τ i(x) + δ(r − a)τ s(n), (15)
avec r = |x| et n = x/r ; H est la fonction d’Heaviside ; δ repre´sente la fonction de Dirac ge´ne´ralise´e.
τ
i est la polarisation dans l’inclusion, tandis que τ s repre´sente la polarisation dans l’interface. La
moyenne volumique de la polarisation totale τ s’e´crit alors
τ = f τ i +
3 f
a
τ
s, (16)
dans lequel f = Nv/V est la fraction volumique des nanoparticules, le volume des nanoparticules
e´tant v = 4/3pia3.
3.2 Borne du module de compression des nanocomposites
Afin d’obtenir une borne du module de compression du nanocomposite, nous choisissons
E =
1
3
Ei, τ i = τ ii, τ s(x) = τ s (i− n⊗ n) , (17)
ou` i de´signe le tenseur identite´ d’ordre 2. Les moyennes des τ i et τ s s’e´crivent alors :
τ
i = τ i i, τ s =
2
3
τ s i, τ = f
(
τ i +
2τ s
a
)
i. (18)
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Il vient :
τ : E = f
(
τ i +
2τ s
a
)
E (19)
En outre, on de´montre que pour h→ 0+,
τ : (c− cm)−1 : τ = f
(
τ i
)2
κi − κm
+
3f
a
(τ s)2
κs
. (20)
Enfin, l’e´valuation du dernier terme dans (9), c’est a` dire τ :
(
Γ0 ⊛ τ
)
, donne :
τ :
(
Γ0 ⊛ τ
)
= 3f (1− f)
(
τ i + 2τ s/a
)2
3κm + 4µm
. (21)
Il reste a` trouver a` pre´sent le bon choix de polarisations τ i et τ s conduisant a` la borne optimale sur
K. En rassemblant les diffe´rents re´sultats, on obtient l’ine´galite´ suivante, valide pour tout choix de
de´formation macroscopique E, τ i and τ s
1
2
KE2 ≥
1
2
κmE2 + f
(
τ i +
2τ s
a
)
E −
f
2
(
τ i
)2
κi − κm
−
3f
2a
(τ s)2
κs
−
3
2
f (1− f)
(
τ i + 2τ s/a
)2
3κm + 4µm
. (22)
Lorsque la de´formation macroscopique E est fixe´e, la quantite´ dans le membre de droite de (22) est
une forme quadratique de 2 variables τ i et τ s. Une optimisation directe vis a` vis de ces 2 variables est
possible, mais il est plus commode d’introduire les variables auxiliaires suivantes :
τ = τ i +
2τ s
a
, τ ′ = τ i −
3
2
κi − κm
κs
τ s. (23)
Il vient alors : (
τ i
)2
κi − κm
+
3
a
(τ s)2
κs
=
1
κp − κm
(
τ2 +
4κs/3a
κi − κm
τ ′2
)
, (24)
ou`
κp = κi +
4κs
3a
(25)
et (22) peut se re´e´crire sous la forme
1
2
KE2 ≥
1
2
κmE2 + fEτ −
f
2
1
κp − κm
(
τ2 +
4κs/3a
κi − κm
τ ′2
)
−
3
2
f (1− f)
τ2
3κm + 4µm
. (26)
Cette borne sera optimale pour τ ′ = 0, de sorte que pour n’importe quelle valeur de τ , on aboutit a` :
1
2
KE2 ≥
1
2
κmE2 + fEτ −
f
2
τ2
κp − κm
−
3
2
f (1− f)
τ2
3κm + 4µm
. (27)
Optimisant a` pre´sent par rapport a` τ , on obtient la borne suivante sur le module de compression du
nanocomposite
K ≥ κm + f
3κm + 4µm
3fκm + 4µm + 3 (1− f)κp
(κp − κm) . (28)
Il est inte´ressant de noter que pour des composites standard ayant des inclusions sphe´riques (rayon
grand), on retrouve a` partir de (28 l’expression de la borne classique d’Hashin-Shtrikman. De meˆme,
lorsque les effets de surface sont ne´glige´s, le module de compression devient inde´pendant de la taille
des inclusions.
De plus, dans le cas des nanocomposites, (28) coincide e´galement avec l’estimation de type Mori-
Tanaka existant (cf. par exemple Duan et al. [6]), ce qui e´tend les travaux d’Eshelby. On rappelle que
dans la comparaison avec les re´sultats de Duan et al. [6], notre definition de κs diffe`re de celle de
ces auteurs. Cette observation ge´neralise aux nanocomposites le lien connu entre les bornes d’Hashin-
Shtrikman et l’estimation Mori-Tanaka pour des composites particulaires avec inclusions sphe´riques
et interfaces parfaites.
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4 Conclusion
Dans cette e´tude, nous avons propose´ des de´veloppements permettant de ge´ne´raliser les bornes d’Hashin-
Shtrikman aux nanocomposites. A cette fin, des effets d’interfaces ont e´te´ incorpore´s dans la mode´lisation
classique en s’appuyant sur la the´orie d’e´lasticite´ surfacique. Les re´sultats apparaissent tout a` fait pro-
bants ; ils permettent de pre´dire des effets de taille des particules. Ils ont e´te´ illustre´s pour le module de
compression (cf. [1] pour plus de de´tails). L’extension au module de cisaillement requiert des champs
de polarisation approprie´s ; ceci a fait l’objet de [2]. Enfin, dans ces travaux, nous avons e´galement
e´tendu les bornes d’Hashin-Shtrikman au cas de nanorenforts sphe´riques polydisperses. Bien que ce
re´sultat peut eˆtre conside´re´ comme un sous-produit de la pre´ce´dente, elle est nouvelle, et n’a pas de
contrepartie dans les composites classiques.
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